Tema 5

Ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden

5.1 Introduccion

Las ecuaciones con las que generalmente el alumno ha trabajado responden, en su mayor parte, a la necesidad
de obtener los valores numeéricos de ciertas magnitudes. Pero en las aplicaciones de las mateméaticas surgen con
frecuencia una gran clase de problemas cualitativamente diferentes: problemas en los que la incognita es a su vez
una funcién. Llegamos asi a las ecuaciones funcionales y su naturaleza puede ser, en general, muy diversa. De
hecho, puede decirse que ya se conocen algunos ejemplos de ecuaciones funcionales: el calculo de primitivas y las
funciones implicitas.

Consideraremos ahora la clase mas usual e importante de ecuaciones que sirve para determinar tales funciones:
las llamadas ecuaciones diferenciales, esto es, ecuaciones en las que, ademas de la funcién desconocida, aparecen
también sus derivadas de distintos 6rdenes.

Una posible clasificacién de las ecuaciones funcionales estd recogida en la siguiente tabla en la que se ha
expandido la rama de las ecuaciones diferenciales:

. . . ordinarias
Ecuaciones diferenciales . .
en derivadas parciales
Ecuaciones funcionales Ecuaciones integrales
Ecuaciones integro-diferenciales
Otras

La primera clasificacién que se puede dar para las ecuaciones diferenciales es dividirlas en ordinarias y parciales,
segun que la funcién incégnita dependa de una o de varias variables.

Actualmente, las ecuaciones diferenciales se han convertido en una herramienta poderosa para la investigacién
de los fenémenos naturales. La mecanica, la astronomia y la tecnologia han sido causa de numerosos progresos en
este area.

5.1.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales

Definicién:

Se llama ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O.) a una ecuacién que liga la variable independiente z, una funcién
y =y(x) (que depende sélo de la variable independiente) y sus respectivas derivadas 3/, y”, ...,y . Es decir, una
expresion de la forma:

F (x,y,y’7y”,...,y(")) =0

A la funcién y = y(z) la llamaremos funcion incdgnita.

Definicién:
Se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales (E.D.P.) a una ecuacién que liga las variables independientes
Z1,T2, ..., Ty, una funcién y = y(x1,x9,...,2,) (que depende de las variables independientes) y sus respectivas

derivadas parciales



Oy oy oy Py Oy
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Es decir, una expresion de la forma:

P dy 9y dy Py %y 0

Tlyeeos Ty Yy oy oy e e ey s )=
! mY 0z’ Oxs Ox,, 0%xy’ O0x10xy’

A la funcién y = y(z1,...,z,) la llamaremos funcion incdgnita.

Definicién:
Se llama orden de una ecuacién diferencial al mayor orden de derivacién que exista en la funcién incégnita.

Definicién:
Se llama grado de una ecuacion diferencial al mayor exponente que tenga la derivada de mayor orden.

5.1.2 E.D.O. de primer orden

En este tema sélo se estudiaran las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, es decir, ecuaciones de
la forma:

F(x,y,y)=0 (forma implicita)
Si se puede despejar ¥, se tendra una ecuacién de la forma:

y' = fz,y) (forma explicita)

Por lo tanto, las E.D.O. en forma explicita seran siempre de grado 1.
5.2 Solucién de una E.D.O.

Definicion:
Dada la ecuacion diferencial de orden n

y = f (:E,y,y’7...,y("_1)> f:Dc R"™" — R
se dice que z=2z(z) z:IC IR — IR es solucidn de la ecuacién diferencial, si satisface:

1. z es n veces derivable en I.

2. (&z(x),z’(x), .. .,z(”_l)(x)> €D Vzel.
3. 2 ()= f (x,z(x),z’(x), .. .,z("*l)(x)) Vo e 1.

Es decir, solucién de una E.D.O. es toda funcién que sustituida junto con sus derivadas en la ecuacion conduce
a una identidad.

5.2.1 Tipos de soluciones de una E.D.O.

Las soluciones de una E.D.O. pueden ser de tres tipos:

1. Solucidén general: solucion de la ecuacion diferencial en la que aparece tantas constantes arbitrarias como
orden de la ecuacion. En nuestro caso, al ser de primer orden, la solucién general serda una familia de curvas
de la forma ®(z,y,C) =0, siendo C una constante arbitraria.

2. Solucién particular: es una solucién que se obtiene al fijar los valores de las constantes arbitrarias de la
solucion general, en nuestro caso, al fijar el valor de la constante arbitraria C.

3. Solucién singular: es una solucién que no estd incluida en la solucién general; es decir, no se puede obtener
a partir de ella asignando un valor conveniente a la constante.



La solucién de una ecuacién diferencial puede venir dada de tres formas distintas:

1. En forma explicita si la incégnita y viene despejada en funcién de la variable independiente x.

2. En forma implicita si la solucién viene expresada por una ecuacién que liga la incégnita y y la variable
independiente .

3. En forma paramétrica si la solucién viene dada en funcién de un pardmetro.

Definicién:
A las graficas de las soluciones se les llaman curvas integrales.

Un ejemplo simple de ecuaciones diferenciales es:

Y = f(z)

que se analiza en el curso de cdlculo integral. En este caso simple, la solucién general es:

y:/f(x)dx+0

cuya constante arbitraria puede determinarse si se conoce el valor y(xg) = yo. En tal caso,

yzyo-i-/ f(t)dt

sera la solucién particular.
5.3 Problemas de Cauchy

Definicién:
Se llama problema de Cauchy o problema de valores iniciales asociado a una E.D.O. de orden uno, al problema de
resolver:

_ | ¥ =f(z,y) ecuacién diferencial
(P) = N PR
y(zo) =yo  condicién inicial

Intuitivamente de lo que se trata es de encontrar una solucién de

y = f(z,y)

pero con la condicién de que pase por el punto (xg, yo).

5.3.1 Teoremas de existencia y unicidad de soluciones para problemas de Cauchy

Se puede constatar que un problema de Cauchy, dependiendo de las condiciones iniciales puede tener o no
solucion. Serfa conveniente disponer de algin resultado teérico que nos asegure la existencia de soluciones para
un problema de Cauchy, ya que si se sabe que el problema no tiene solucién, no se tendra que perder tiempo en
buscar soluciones que no van a existir. Por otro lado, si se encuentra una solucién del problema de Cauchy seria
interesante saber si ésta es la unica o si por el contrario pueden existir mas soluciones.

Para responder a estas cuestiones se tiene el teorema de existencia y unicidad de soluciones de un problema de
Cauchy.

Teorema 5.1
Sea el problema de Cauchy:

_ [ ¥ =f(z,y) ecuacidn diferencial
(P) = U S
y(xg) =yo  condicidn inicial

con f definida en un rectdngulo R centrado en (xg,yo):

R={(z,y) | lz—2ol<a;|ly—yl<b ab>0}



Ezistencia: Si f es continua en R entonces (P) posee solucidn.
Unicidad: Si f es continua en R y satisface la condicion de Lipschitz:

|f($7yl)_f(17792)‘§M|yl—y2\ M e R

entonces existe una tnica solucién de (P).

Nota:
La condicién de Lipschitz puede sustituirse por otra méas genérica que es que exista f; (z,y) y sea continua en R.

5.4 Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta seccién se presentan los tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias mas usuales indicando como resol-
verlas.

Recordemos que una ecuacién diferencial puede venir dada en forma implicita F(z,y,y’) = 0 o en forma
explicita y' = f(z,y). Las ecuaciones diferenciales en forma explicita resultan ser de grado uno.

Pasando una ecuacién en forma explicita ¢y’ = f(x,y) en funcién de dz y dy se obtiene dy = f(z,y) dx o,
de forma mas general,

Asi, en las siguientes secciones apareceran las ecuaciones diferenciales en forma explicita, en funcién de los
diferenciales o en forma implicita indicando el tipo y como resolverlas. Empezaremos por las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden y primer grado.

5.4.1 Ecuaciones de variables separadas

Decimos que una ecuacion es de variables separadas si presenta la siguiente forma:
P(z)dz +Q(y)dy =0

Es decir, las funciones P y ) dependen exclusivamente de x y de y respectivamente. Para obtener su
solucion general bastara con integrar directamente:

[Pwar+ [owa-c

Recordemos que la solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden vendra en funcién de una cons-
tante arbitraria, de ahi que sea muy importante no olvidar la constante C'. Dicha constante podra ser determinada
por una condicién inicial en un problema de Cauchy.

5.4.2 Ecuaciones reducibles a separadas

En este apartado se presentan algunos tipos de ecuaciones diferenciales que aun no siendo de variables separadas,
se reducen a ecuaciones diferenciales equivalentes que si lo son.

Ecuaciones en variables separables

Las ecuaciones diferenciales de la forma

fi(@)g1(y) dz = fa(2)g2(y) dy

reciben el nombre de ecuaciones diferenciales separables. Este tipo de ecuaciones se pueden reducir a variables
separadas dividiendo por ¢ (y)f2(x):

R@) T g
Al dividir por ¢1(y)f2(z) hay que tener especial cuidado por si alguno de los factores puede ser nulo. El hecho
de que fo(x) sea nulo puede afectar simplemente al dominio en el que van a estar definidas las soluciones, pero
el hecho de que ¢1(y) se anule puede originar que se pierdan soluciones que la ecuacién primitiva tenfa y que al
pasar a la ecuacién de variables separadas ya no las tenga. Estas posibles soluciones (valores que anulen g¢;(y))
tendran que ser comprobadas una por una en la ecuacion primitiva y, caso de que fuesen soluciones no recogidas
en la solucion general, seran soluciones singulares.

fi(z) d 92(y) dy



Ecuaciones dependientes de una recta

Las ecuaciones de la forma

d
d—z:y/:f(az+by+c) a,b,ce R

mediante el cambio de variable z = ax + by + ¢, se reducen a una ecuacién que es de variables separables (caso
anterior), ya que:

dz=adr+bdy = dyzw
Al sustituir, obtendremos:
dy dz —adx
P = flax +by+c¢) = dy = flax + by + ¢)dz = — = f(z)de = dz = (bf(z)+a) dx

que es de variables separadas en = y z. Una vez resuelta esta ecuacién diferencial, deshaciendo el cambio, se
obtendra la solucién de ¥y en funcién de z.

5.4.3 Ecuaciones diferenciales homogéneas

Una funcién f(z,y) es homogénea de grado m con respecto a sus dos variables si
fQx, Ay) = A" f(z,y) A constante

Diremos que la ecuacién diferencial P(z,y) de + Q(z,y) dy = 0 es homogénea si P(z,y) y Q(z,y) son
funciones homogéneas con respecto a sus dos variables y ambas del mismo grado de homogeneidad, es decir, la
ecuacién es homogénea si

P(Az,\y) = A"P(z,y) v QAx,\y)=\"Q(x,y)

Para resolver una ecuacién diferencial homogénea, se realiza el cambio de variable y = tx, obteniéndose una
ecuacién de variables separables.

Del cambio y = tx se deduce que

dy =tdz +xdt

con lo que al sustituir en la ecuacién original, se obtiene

0 = Px,y)dz+ Q(z,y) dy = P(x, tx) doe + Q(x, tx)(t do + = dt)

2™ P(1,1) dz + 2™ Q(L,t)(t dz + z dt) = 2™ (P(l,t) de+ QL t)(tdw +x dt))

con lo que obtenemos una ecuacién diferencial en la que la nueva incégnita es t. Dividiendo por ™ y agrupando
términos:
(P(l, £) +tQ(1, t)) do+z Q(1,1) dt = 0

que es de variables separables. Separdandolas, se obtiene la ecuacién diferencial:

dz QL 1)

v TP a4

que una vez integrada y deshaciendo el cambio y = tx nos proporciona la soluciéon general de la ecuacién original.



5.4.4 Ecuaciones reducibles a homogéneas

Muchas ecuaciones diferenciales de la forma

,_dy (ax—l—by—l—c

/ / /
= (I’Ier’erC’) a,b,c,a ,b,celR

Y

se pueden resolver reduciéndolas a ecuaciones diferenciales homogéneas, de variables separables, o variables sepa-
radas. Para resolverlas distinguiremos los dos casos siguientes:

1. Si ¢=¢ =0, la ecuacién es homogénea que ya se sabe resolver.

2. 81 ¢#0 6 ¢ #0, estudiaremos la posicién relativa de las rectas ax +by+c=0 y doz+by+c =0
teniendo las siguientes posibilidades:

axr+by+c=0
adr+by+cd =0

xz = h, y =k, hacemos el cambio {y_Y+k quedando {dy_dY'

(a) Silas rectas se cortan en (h, k), es decir, el sistema { admite como tnica solucién

ah+bk+c¢c=0

dhabked —0 Y sustituyendo en la ecuacién diferencial, se tiene:

Teniendo en cuenta que {

dy dY / a(X+h)+bY +k) +c s aX +bY + ah + bk + ¢ s aX +bY
de  dX T \d(X+h)+VY +Ek)+) T \dX+VY +dh+Vk+ ) T \dX +DY

que ya es homogénea.

ar+by+c=0

Az by +c =0 son paralelas, es decir si:

(b) Si las rectas {

a b c
A

entonces se tiene
{ a=dk

@by =
b=k

a v
que al sustituirlo en la ecuacién:

dy . (k(d'z+by)+c

de a'r+by+c

y haciendo el cambio de variable o'z + b'y = ¢:

dy 1 /dt
dt=dde+bdy = —=—-(——-d
GETrY = w Ty (dx a)
se convierte en una que es de variables separables.
1 /dt , kt+ ¢ 1dt o dt
—(=-d)=f(—=)=9(t) = —— =7 +g(t) = do=—"——
b <dx a> f(t+cf) 9(t) var v 90 Y70

que ya es de variables separadas.
Observacion: si se realiza el cambio de variable ax 4 by =t se obtiene el mismo resultado.

ar+by+c=0

(c) Silas rectas {a'x FVy+d =0

son coincidentes, es decir,

entonces:
a=adk dy
{b:b’k == d—:f(k):C’ — dy=Cde = y=Cz+C,
c=/Ck .
que serd la solucién general. Este tipo de ecuaciones suele tener, por regla general, una solucién singular
muy facil de calcular.



5.4.5 Ecuaciones diferenciales exactas

Decimos que la ecuacién diferencial

P(z,y)dz+ Q(z,y)dy =0

es exacta cuando la forma diferencial P(z,y) dz + Q(z,y) dy sea una forma diferencial exacta, es decir, si existe
una funcién U = U(z,y) a la que llamamos funcidn potencial tal que

dU = P(z,y) dz + Q(z,y) dy
0, equivalentemente

ou oUu

Sabemos que la condicién necesaria y suficiente para que P(z,y)dz + Q(x,y) dy sea diferencial exacta es que:

OP(z,y)  0Q(x,y)
oy Oz

Cuando la ecuacién diferencial es exacta se tendra:

0=P(z,y)dz+ Qz,y)dy=dU = dU=0 = U =C

serd la solucion general de la ecuacion diferencial. Luego la resolucién de ecuaciones diferenciales exactas se reduce
a calcular la funcién potencial.

5.4.6 Factores integrantes

A veces la ecuacion
P(z,y) dz + Q(z,y) dy = 0 (5.1)

no cumple la condicién de ser exacta, pero es posible convertirla en exacta multiplicindola por cierta funcién
u(x,y) ala que llamaremos factor integrante.
Por lo tanto, para que u(x,y) sea un factor integrante tendrd que ocurrir que la ecuacién diferencial:

p(z,y)P(z,y) dz + p(z,y)Q(z,y) dy = 0 (5.2)

sea exacta. Asi, como la condicién para que una ecuacion sea exacta es que las derivadas parciales cruzadas
coincidan, p(x,y) tendrd que ser tal que:
o(uP) _ 9(pQ)

Ay or

es decir, la ecuacién que debe verificar una funcién u(x,y) para que sea un factor integrante es:

1Py + Py, = pQ, + Qe (5.3)
Como en la ecuacién (5.3) la incégnita p(z,y) depende de dos variables y en la ecuacién aparecen, ademds de
la propia incognita, las derivadas parciales con respecto a x y respecto a y, se trata de una ecuacion en derivadas
parciales que, por regla general, es més dificil de resolver que la primitiva ecuacién diferencial (5.1).
Por esa razén, para resolver la ecuacién (5.3), supondremos que p(z,y) depende de cierta relacién prefijada
de z e y. Asi, veremos cual tiene que ser la condicién para que existan factores integrantes dependientes
exclusivamente de z, exclusivamente de y o de cualquier relacién arbitraria z = z(zx,y).

Factor integrante dependiente sélo de z=
Queremos ver si existe un factor integrante para la ecuacién diferencial (5.1) que sea dependiente exclusivamente

de =z, es decir, que la funcién u(z,y) sea de la forma u = p(z). En este caso:

I .
= (va que p depende de una sola variable) y u; =0 (va que p no depende de y)

con lo cual, al sustituir en la ecuacién (5.3), se obtiene la ecuacién que debe de cumplir p para que sélo dependa
de x, que sera:

dp
P/ — / -~
Py = pQy +Q g



que es de variable separables. Separandolas:

du du P — Q/
-_— = Pl -0 — — = Yy vz d
L@ =nr(P - Q) . o &
Luego, para poder integrar ambos miembros serd necesario que la expresién
P~ Q.
Q

dependa sélo de = que es con respecto a lo que queremos integrar. En ese caso un factor integrante seria:

’

P _ 0O Pl-qQ,
lnu:/yQdex = u:ef g e (5.4)

Una vez obtenido el factor integrante, se sustituye en la ecuacién (5.2) quedando una ecuacién diferencial equi-
valente a la primitiva (5.1) que ya es diferencial exacta. Al calcular la funcién potencial e igualarlo a una constante
arbitraria se obtiene la solucién general de la ecuacién diferencial primitiva.

Obsérvese que el factor integrante (5.4) podria ir multiplicado por una constante, pero dicha constante se
simplificara al sustituir en (5.2).

Factor integrante dependiente sélo de y

En este caso queremos ver si existe un factor integrante para la ecuacién diferencial (5.1) que sea dependiente
exclusivamente de y, es decir, que la funcién p(z,y) sea de la forma p = u(y). Siguiendo los pasos del caso
anterior se tendra:

,_ dp

My dy (va que u depende de una sola variable) y =0 (va que p no depende de x)

con lo cual, al sustituir en la ecuacién (5.3), se obtiene la ecuacién que debe de cumplir g para que s6lo dependa
de y, que sera:

d
1Py + Pdi; = pQ,

que es de variable separables. Separandolas:

du du ' _ p!
/P = r_p — = Tz Y d
4yl = (@) . 7 4
Luego, para poder integrar ambos miembros sera necesario que la expresién
Q. — P,

P

dependa sélo de y que es con respecto a lo que queremos integrar. En ese caso un factor integrante seria:

r_ p! QlL-P]
lnlLL:/QwP)ydy — /L:ef P “ dy (55)

Una vez obtenido el factor integrante, se sustituye en la ecuacién (5.2) quedando una ecuacién diferencial equi-
valente a la primitiva (5.1) que ya es diferencial exacta. Al calcular la funcién potencial e igualarla a una constante
arbitraria se obtiene la solucién general de la ecuacién diferencial primitiva.

Nuevamente, el factor integrante (5.5) podria ir multiplicado por una constante, pero dicha constante se sim-
plificard al sustituir en (5.2).

Factor integrante dependiente de zy

Si existe un factor integrante de zy sea éste p = u(xy). Haciendo zy = z tendriamos p = pu(z).

on _uwo:_ dw  op_dpos_ dp
dr  dzoz Ydz ’ oy dzay_xdz

Sustituyendo en la ecuacion en derivadas parciales que nos da el factor integrante obtendremos:

d d
uPy + Ppy = pQy + Quy, = pbPy+ P <xd/:) = Q. +Q (yd’;>



— pP)dz+ Prdp = pQ, dz+ Qydy = (Pzx—Qy)dp=p(Q, —P)) dz =
QL —P]

/ /
di: Qm_Py dz — M:e‘fﬁdz
po P —yQ
I pl
siempre que ——~ dependa exclusivamente de z.
P —yQ
Una vez obtenido el factor integrante, se sustituye en la ecuacién (5.2) quedando una ecuacién diferencial equi-
valente a la primitiva (5.1) que ya es diferencial exacta. Al calcular la funcién potencial e igualarla a una constante
arbitraria se obtiene la solucién general de la ecuacion diferencial primitiva.
Nuevamente, el factor integrante podria ir multiplicado por una constante, pero dicha constante se simplificara

al sustituir en (5.2).

Factor integrante dependiente de x + y

Si existe un factor integrante de z +y sea éste pu = u(x +y). Haciendo =+ y = 2z tendriamos p = u(z).

Op _dpdz _dp op _ dpdz _dp

or  dzoxr dz 8y7$6y7dz

Sustituyendo en la ecuacién en derivadas parciales que nos da el factor integrante obtendremos:

d d
wby + Py, = pQ + Quy, — MR;+P<d’Z‘) HQ{T+Q(dZ> _

— pP)dz+ Pdp=pQ,dz+Qdp = (P-Q)du=p(Q,—P)) dz =

I p! Q! —p!
dj:iQm ydz:}u:efprydz
Iz P-Q
' pt
siempre que # dependa exclusivamente de z.

Una vez obtenido el factor integrante, se sustituye en la ecuacién (5.2) quedando una ecuacién diferencial equi-
valente a la primitiva (5.1) que ya es diferencial exacta. Al calcular la funcién potencial e igualarla a una constante
arbitraria se obtiene la solucién general de la ecuacién diferencial primitiva.

Nuevamente, el factor integrante podria ir multiplicado por una constante, pero dicha constante se simplificara
al sustituir en (5.2).

Analogamente hallarfamos factores integrantes dependientes de:

xT
;,x+y2,x2+y2,y+x2,

5.4.7 Tipos especiales de ecuaciones diferenciales

A continuacién pasaremos a comentar algunos tipos de ecuaciones que se pueden reducir a los ya vistos a lo
largo de este tema.

Ecuaciones diferenciales lineales

Son las ecuaciones de la forma: d
o+ yP@) = Q@)

con P(z) y Q(z) continuas en el dominio exigido a la ecuacién. Su solucién general es:
Y =Yn + Yo

d
donde y, es la solucidon general de la ecuacién homogénea asociada d—y +yP(z) =0 e yo es una solucién
x

particular de la ecuacién completa. La solucién particular de la ecuacién la buscaremos por el método de variacién
de las constantes.

Otro método para resolver este tipo de ecuaciones es el siguiente:



1. Buscamos un factor integrante que dependa sélo de =x:
dy + yP(z) dz = Q(z) dz = (yP(x) - Q(x)) dz+ dy=0
que es una ecuacién reducible a exacta donde:
Pi(z,y) = yP(z) - Q(z)
Qi(z,y) =1

2. El factor integrante sera:

P/'x 7Ql:c
M(x) _ ef 1‘/(31 1z 4z _ ef P(z) dz
que, evidentemente, depende tan sélo de =x.

3. Multiplicamos toda la expresion por el factor integrante:

jlefP(m) dz +yP(I) efP(:v) de _ Q(ZZ?) efP(x) dz
xT

% (y efP(:r) dz) _ Q(Z‘) efP(:L’) dz

Integrando respecto a z:
yefp(z)dr = /Q(m)efp(m)dzdx—i—C =y :e_fp(‘"”)d’” (/Q(w)efp(z)dm d;c—l—C)

que es la solucién general de las ecuaciones diferenciales lineales.

Ecuacién de Bernouille

Son las del tipo:

y +Px)y=Qx)y" neZ ; n#0,1

Dividiendo por %", nos queda:

y | Px)
g Tl = Q(x) (5.6)
Hacemos el cambio z = e Con ello tenemos:
d dz d 1- ! 1
do _dzdy _1-n, ¥y _dz
dez dy dz yn y* dxl—n

Sustituyendo en la ecuacién (5.6) nos queda:

E 1 b - Q) — £ 1- P - (- Q)

dz
que es una ecuaciéon diferencial lineal.

Observacién:
Para el caso n = 0 se obtiene una ecuacién diferencial lineal y si n = 1 se obtiene una que es de variables
separables.
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Ecuacién de Riccati

Son las del tipo:

Y + P(z)y + Q(z)y* = R(x) (5.7)

Para este caso es necesario conocer (al menos) una solucién particular de la ecuacién. Sea y, esa solucién
particular. Entonces efectuamos el cambio y = y,+2 y nuestra ecuacién queda reducida a una del tipo Bernouille.
Veamoslo:

Hacemos el cambio y =y, + z. Con ello tenemos:

y =y, +2

Sustituyendo en la ecuacién (5.7) nos queda:

Yp + 2+ P@) (yp +2) + Q(x) (v + 2ypz + 2°) = R(w) = 2/ + P(x)z + Q(2)2ypz + Q(2)2” =0

ya que ¥, es solucién de la ecuacién original.

Ordenando y agrupando tenemos:

2 +2(P@) + Q)2yy) = —Q(x)2?
que es una ecuacién de Bernouille, con n = 2.

Observacién:
Si P(z) + Q(x)2y, = 0, se obtiene una ecuacién diferencial de variables separables.
Ecuaciones de primer orden y de grado n con respecto a 3/
Son ecuaciones de la forma:
()" + Pi(a,y) ()" 4+ Poa(@,9)y + Pale,y) =0 (5.8)
Para resolverla de manera general despejamos y’. Por lo tanto tendremos n soluciones para 3’ de la forma:
y/:fl(zvy) ) yI:fQ(‘ray) P y/:fn(‘r7y) (59)

que son las n soluciones de la ecuacién (5.8). Ahora nos bastaria con resolver las n ecuaciones diferenciales
descritas en (5.9) que son de tipos ya conocidos y obtener las n soluciones de la forma:

G(l’,y, Cl) =0 ) G(x,y, CQ) =0 3 cee ) G(xaya Cn) =0

5.5 Calculo de trayectorias

Terminamos el tema mostrando una de las muchas aplicaciones geométricas que tienen las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden: el calculo de trayectorias ortogonales.

Dada un familia de curvas f(z,y,C) = 0, se llama trayectoria a toda curva que corte a cada una de las curvas
de la familia bajo un angulo constante w.

Nosotros vamos a ocuparnos del calculo de aquellas trayectorias tales que w = 90, a las que llamaremos trayec-
torias ortogonales.

La estrategia a seguir en el cédlculo de trayectorias ortogonales puede sistematizarse por medio del siguiente
tratamiento general:

1. Sea
f(z,y,¢)=0 (5.10)

una familia de curvas de la cual queremos obtener el haz ortogonal (trayectorias ortogonales). La definicién
anterior nos sitta el problema en una relacion entre tangentes y, por ello, un problema de derivacion.
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. Derivando con respecto a x la expresién (5.10), tenemos:

fol@,y,¢) + fi(z,y,¢)y =0 (5.11)
. Eliminando la constante ¢ de (5.10) y (5.11) se obtiene una ecuacién diferencial:

F(z,y,y')=0

. Para obtener el haz de trayectorias ortogonales, tendremos que resolver, utilizando la condicién de perpendi-

cularidad, la E.D.:
1
F <x,y, /> =0
Y
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